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Par slov na uvod

Do rik sa vam dostala zbierka prikladov pre oktavu. Ide o maturitny level prikladov,
ktoré sme zozbierali pocas Oktavy. Okrem toho sme spisali aj rieSenie ku kazdému
prikladu. Neznamena to ale, ze iné rieSenie nie je spravne. Ak sa inym rieSenim do-
pracujete k rovnakému vysledku, je celkom velkd Sanca, ze je tiez spravne. Dajte si ale
pozor, v niektorych prikladoch ide priamo alebo nepriamo o spravnu formulaciu dokazu.
V takom pripade je §truktiira tohto dokazu spravidla to najdolezitejsie a treba byt opatrny
pri jeho stavbe.

Kazdému maturantovi z matematiky odporicame preriesenie tychto prikladov. Odpo-
ricany postup je priklad najskor vypoécitat sdm a zamysliet sa, ¢i vysledok ddva zmysel.
Nésledne skontrolovat vysledok podla vzorového riesenia a zamyslief sa, ¢i sd riesenia
identické. Ak nie su identické, zamysliet sa ¢i obidve tvrdia to isté a ¢ vo vasom rieSen{
nechyba nejaky krok, ktory je vo vzorovom rieSeni. Ak mate iny vysledok, skuste sa
zamysliet s pomocou vzorového riegenia, kde nastala vo vasom rieseni chyba Ak ste si
takto nenagli chybu, je mozné, ze ste nasli ekvivalentné riesenie.

Aktuélnu verziu tohto dokumentu néjdete na smnd.sk/matush/Ulohy_maturita.pdf.
Nikto nie je dokonaly a preto sa moze stat, ze néjdete chybu vo vzorovom rieseni. Ak sa
tak stane, prosim povedzte ndm o nej a my sa chybu pokisime opravit.
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Priklady

Priklad 1: Pri danych funkcidch uréite obor hodnot, ¢i si parne, neparne, periodické:
[y =a%xsin(z)
g:y=2"+sin(z)
h:y=|cos(z)

RiesSenie: Nepdrna funkcia spliia podmienku f(z) = —f(—x)Pre parnu plati f(z) =
f(—z). sinz a x3 si obidve neparne funkcie. Preto pre f plati:

2?sin(z) = (—1)(—2)*(=1) sin(—z) = (—z)*sin(—=z)
f je preto parna funkcia. Pre g plati:
2 +sin(z) = (—1)(=2)* + (=1)sin(—2) = (~=1)((—2)° + sin(—x))

g je preto neparna funkcia.

cos(z) je parna funkcia. Preto ked z nej urobfme absolitnu hodnotu, tak ostane stéle
parna.

h je ako jedind periodickd, lebo x® nie je, a preto f ani g nie st periodické, lebo ich
funkéné hodnoty v bodoch § + 2k7; k € N rastu s rasticim k.

Co sa tyka oboru hodnét, f aj g maji obor hodnét R. A mé obor hodnét len < 0;1 >.

Priklad 2: Pomocou uvedenych vzorcov odvocilte vzorec pre tan(a + ) vyjadreny len
pomocou tan(«), tan(). Na zdklade toho odvodte vzorec pre vypocet tan(2«).

sin(a + ) = sin(«) cos(B) + sin(B) cos(a)
cos(a+ ) = cos(a) cos(f) — sin(«) sin(/3)

RieSenie:
sin(aw+ ) sin(a) cos(B) 4 sin(3) cos(a)

tana + ) = cos(a+3)  cos(a)cos(3) — sin(a) sin(p)

Citatel aj menovatel predelime cos(3)

sin(a) + tan(f5) cos(a)

tan(a + 3) = cos(a)) — sin(a) tan(B)

Citatel aj menovatel predelime cos(a)

B tan(a) + tan(p)
tan(a + B8) = 1 — tan(«) tan(pB)

Druhu ¢ast tlohy dostaneme ak dosadime 8 = a:



Autori: Nela Danovskd, Matis Hladky Zbierka prikladov pre oktavu

2t
tan(2c) = L(g)
1 — tan®(«)
Priklad 3: Urcite definicny obor funkcit:
-1
J =\ a4

g:y=log(5x?* — 8x — 4)

RieSenie: Urcime korene kvadratickej funkcie:

8 £ 64 + 80 2

le—oémlz—g;@:Q
Kedze ide o konvexni kvadraticki funkciu, tak na intervale (—%; 2) je zapornd a inak je
kladni. Pod odmocninou musi vyjst kladné éfslo a preto pre definiény obor funkcie f je
D(f) = (—%; 2). Logaritmus je definovany len pre kladné hodnoty, a preto defini¢ny obor

funkcie g je D(g) = (—o0; —2) U (2; 00)

Priklad 4: Rozhodnite, ¢i sa mnoziny v riadkoch rovnaji. Rieste graficky pomocou
Vennovych diagramov.

Au(BnNnC)...(AUB)N(AUC)
(AUB)NC...(AnC)U(BNCQC)
(A-B)UB...AUB
(C—-—A)u(C-B)...C—(AUB)

RieSenie:

(AUB)N(AUC) | (AUuB)NC  (AnC)uU

“® C@

‘=6 =0 c ﬁ
A

CR
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Priklad 5: Kosostvorec ma obsah 150cm?, pomer dizok uhlopriecok e : f = 3 : 4.
Vypocitajte dlzky uhlopriecok, strany a vysky.

RieSenie:
7 e X =T 55
CRIBDl b, KT

: V= Y
; ,SD\.L’D\=2.4€0LnQ' —17-!5-:41

300wt 0d
' 1Ten! =t

: Sem= 0y
Pe=1T

€= Wen

Priklad 6: Riaditel stavebného podniku ozndmil investorovi: Ak subdodévatelia A a B
splnia v¢as svoje ulohy, dokon¢ime za mesiac hrubu stavbu a zatneme montaz technolog-
ického zariadenia.“ Vyrok v uvodzovkach vsak nebol pravdivy. Co sa stalo?

RieSenie: Nech "subdodavatelia A a B splnia vcas svoje tlohy” je vyrok A a ”dokonéime
za mesiac hrubi stavbu a za¢neme montaz technologického zariadenia” je vyrok B. Cely

vyrok potom vieme napisat ako:
A= B

Vieme, ze implikacia je nepravdivé, len ak prvy vyrok (podmienka) je pravda a druhy
nepravda. Preto nastal pripad, ze subdodavatelia A a B splnili vcéas svoje tlohy, ale
nesplnila sa druh4 ¢ast. T4 sa nesplnila, ak hrub4 stavba nebola dokonéend do mesiaca,
alebo sa nezacala montaz technologického zariadenia.

Priklad 7: Dany je lichobeznik ABCD so zékladnami |AB| = 2a, |CD| = a a vyskou
v, ktory je uhloprieckami rozdeleny na Styri trojuholniky, priese¢nik uhlopriecok ozna¢me
U. Dokazte, ze ANAUD a ABCU maju rovnaky obsah. Urcite pomer obsahov AABU a
ACDU a pomer obsahov ACDU a NADU.

RieSenie:

S(AABD) = S(AACB) = av
S(AAUD) = S(AABD) — S(AAUB) = S(AACB) — S(AAUD) = S(ABCU)
AABU ~ ADCU - ({BAC = {ACD N {ABD = £BDC)

4
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|AB|: |DC|=2:1..AABU : ACDU =2:1= S(AABU): S(ACDU) =4:1
ANABU : ACDU =2:1=|AU|: |UC|=2:1
vay = vye .. S(AADU) : S(ACDU) =2:1

Priklad 8: Odvodte vzorec pre vypocet polomeru vpisanej kruznice od obsahu a stran
trojuholnika.

RieSenie:

a+b)+rb+c)+r(a+c) 25

r(
2 r(lAB|+|BC| +|AC]) = r |AB| + |BC| + |AC|

Priklad 9: Mame 7 ziakov (A, B, C, D, E, F, G) — kolkymi sposobmi sa vedia postavit
do radu, ak:

a) Eliska mus{ byt prva

b) Fero a Brarno musia st&t pri sebe

c) Eliska musi byt prva, Fero a Brafio musia stat pri sebe

Riesenie: a) Ak E musi byt prva, pocitame len permutécie na poslednych 6 miestach.
Na 2. miesto je 6 moznosti, na 3. 5 ... . Dohromady 6!.

b) F a B povazujeme najskor za dvojicu, ktorej priradujeme len jedno miesto. Preto
pocet vietkych permutécii bude tiez 6! = 720. To ale eSte treba vynasobit 2, lebo F a B
vieme v dvojici vymenit. Preto 6! * 2 = 1440.

¢) Mame kombindaciu prvych dvoch pripadov. Preto vyberdame len poslednych 6 miest, a
F a B povazujeme za dvojicu. Preto 5! % 2 = 240.

Priklad 10: Ak4 je pravdepodobnost, Zze z n hodov kockou padne 6-ka prave k-krat?
(n>Fk>0)

Riesenie: Vsetkych moznosti je 6”. Pocet vyhovujicich je (Z)5(”_k). Najskor vyberieme

6-ky a potom prendsobime po¢tom moznosti na ostatné miesta. Preto pravdepodobnost,
ze padne k 6 pri n hodoch je:
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()5
6n

Priklad 11: Kolko stoji vykopanie 12m hlbokej studne, ak vykopanie 1. metra zaplatime
10€ a za kazdy dalsi meter 2-krat tolko ako za predchadzajuici?

RieSenie: Ide o geometricki postupnost s prvym ¢lenom 10 a kvocientom 2. PouZzijeme
vzorec pre sucet prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti.

12

¢ —1 —1
=10 = 40950
Yg—1 21

Sp=a

Priklad 12: Odvodte vzorec pre vipocet sictu prvych n élenov aritmetickej postupnosti,
ked pozndme prvy a posledny (n-ty) ¢len.

RieSenie: Stucet prvych n ¢lenov vieme zapisat dvoma sposobmi:

Sp=a1+ (a1 +d)+ (a1 +2d) + ... + (a1 + (n — 2)d) + (a1 + (n — 1)d)
Sp=(a,—(n—=1)d)+ (a, — (n—2)d) + ... + (a, — 2d) + (a, — d) + a,
Ked tieto dve rovnice séitame a upravime, dostaneme vzorec pre sucet prvych n élenov

aritmetickej postupnosti:

(a1 + an)n

28, = (a1 + ap)n .. S, = 5

Priklad 13: Kolko 3-cifernych prirodzenych ¢sel mozno vytvorit z &slic 1 — 7 (vratane),
ak sa mozu &islice opakovat? Ak4 je pravdepodobnost, Ze éislo, ktoré ndhodne vyberieme,
bude delitelné:

a) b

b) 4

RieSenie: Pre kazdu cifru mame 7 moznosti. Preto vSetkych moznosti je 73.

Aby bolo ¢islo delitelné 5 musi sa konéit 0 alebo 5. V nasom pripade sa moze konéit
len 5. Zvysné dve cifry mozu byt hocijaké, takze takych ¢isel je 72. Pravdepodobnost ze
vyberieme &fslo delitelné 5 je preto ;—i = %

Aby bolo éislo delitelné 4 musia byt jeho zvysok po delenf 100 delitelny 4. Z éfsiel 1 — 7
vieme vyskladat tieto zvysky pre ktoré to plati 12, 16, 24, 32, 36, 44, 52, 56, 64, 72,
76. Na posledné dve cifry mame preto 11 vyhovujicich moznosti. Prvé cifra moze byt

1 i : > 4 ST A T+l _ 11
hocijakd. Pravdepodobnost, ze vyberieme cislo, ktoré je delitelné 4 je preto == = 5

Priklad 14: Dokazte, ze V3 je iraciondlne ¢islo.
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RieSenie: Pouzijeme dokaz sporom, ked sa budeme snazit dokazat, ze v/3 je racionélne
cisla, teda /3 = %, kde a a b st nestidelitelné cisla (zakladny tvar zlomku). Preto

3 =9 = 3b° = a?. Preto 3]a®. Predpokladajme, ze plat{ 3|a®> = 3|a. Potom 3b* = a? =
(3k)* = 9k* = b* = 3k = 3|b*. To je spor, lebo a, b su nesﬁdeliteiné.
Ostéva dokézat 3|a® = 3|a. Pouzijeme nepriamy dokaz, ked dokézeme, Ze plati obmeneny
vyraz 31 a = 31 a® Preto:

()a=3k+1 (2) a=3k+2

7 toho:

(1) a*=9K*+6k+1  (2)a®> =9k +12k+3+1 =33k +4k+1)+1

Tym sme dokéazali obmeneny vyraz, lebo sme rozobrali vSetky moznosti.

Priklad 15: Kolko vrcholov méze mat n-uholnik, ktory vznikne prienikom stvorca a
trojuholnika?

RieSenie: Trojuholnik mézeme vytvorit tromi réznobeznymi priamkami. Stvorec je
konvexny tutvar. To znamend, ze neexistuju dva body, ktorych spojnica ma bod, ktory
lezi mimo utvaru. Preto ak priamka pretina Stvorec, tak donho maximéalne raz vojde a
potom aj vyjde. Preto, z kazdej strany trojuholniku a $tvoruholniku vieme pouzit len
jeden usek. To znamend dohromady 7 usekov. 3-uholnik aZ 7-uholnik vieme dostat ako:

A A

ﬁ LA LL

N 1

T~

Priklad 16: Aké cisla chybaju v postupnosti 3__18, ak prvé tri ¢isla tvoria geometricku
a posledné tri aritmetickd postupnost?

RiesSenie: Vieme si napisat 4 rovnice:
()3¢g=a (2)3¢*=b (3)a+2k=18 (4)b+k=18
4 k=18—b—>(3)a+2%x18—-2b=18 = a =2b— 18

3 3
(3)—>(1)3q:2b—18—>(2)3q2:§q+9:>3q2—§q—9:()
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Vysledna kvadraticka rovnica mé dve rieSenia v tvare xy = 2, 19 = —%. Preto postupnost
ma dve rieSenia:
3;6;12;18 3; 0,27, 18
) ) ) ) 2’ 4 )

Priklad 17: Mame pravidelny mnohouholnik. Jeho strany zvieraju uhol 108. 7 je
polomer kruznice vpisanej do mnohouholnika.

a) Kolko uholnik to je?

b) Odvod dizku strany za pomoci r.

RiesSenie: Spojnice vrcholu pravidelného mnohouholniku a jeho stredu rozpoluje uhol pri
vrchole na polovice. Preto trojuholnik ktory vznikne spojenim stredu s dvomi susednymi
vrcholmi je rovnoramenny a siicet uhlov pri vrcholoch mnohouholniku v tomto trojuholniku
je rovnaky ako vnitorny uhol mnohouholniku. Uhol pri strede je preto doplnok do 180 to-
hto uhlu. Takychto uhlov je dohromady n pri strede. Preto nas n uholnik je % = 5.
Pre stranu 5-uholniku plati 5= = tan(36). Preto stranu 5-uholniku vieme vyjadrit ako

a = 2r tan(36).

Priklad 18: Mdme rovnoramenny AABC; |AC| = |BC|; m4a taznicu C'Sc. Dokéz, 7e
tato taznica mu je zarovei aj vyskou.

RieSenie:

ANASC a ABSC si rovnaké, na zéklade vety SSS. Preto LASC = £BSC. Okrem toho

LASC 4+ £BSC = 180. Preto LASC = £BSC = 90. To znamen4, Ze taznica na stranu
AB je v tomto pripade aj vyska.

Priklad 19: Méme kocku ABCDEFGH; R je stred |EF|; zostrojime 2 rovnobezné
roviny a a 3; RGB € «; F € 3. Zisti obsah rezovych mnohouholnikov.

RieSenie:
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Rezovy mnohouholnik vytvoreny rovinou « je rovnoramenny trojuholnik, lebo |GR| =
|BR|. Ak kocka mé hranu 2a, tak tento trojuholnik ma strany |BG| = 2av/2, |GR| =
|BR| = a+/5. Vysku trojuholniku vieme vypocitat pytagorovou vetou v = v/5a2 — 2a% =
av/3. Preto obsah je S = a*V/6.

Rezovy mnohouholnik tvoreny rovinou f ma vsetky strany rovnaké, lebo kazda strana je
spojnicou vrcholu kocky a stredu hrany ne ktorej dany vrchol nelezi, patriacej rovnakej
stene ako dany vrchol. Tento kosostvorec mé uhlopriecky 2av/3 a 2a+/2. Preto jeho obsah
bude 2a2v/6.

Priklad 20: Odvodte vzorec povrchu kuzela.

RieSenie:
S=ret SEara e

1
o\=w'v1+ln

1 LJv
3= 16l = ftoe

Priklad 21: Zisti, kolko stredov a osf simernosti ma: a) stvorec, b) rovnostranny tro-
juholnik, ¢) patuholnik, d) Sestuholnik

RieSenie:
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Priklad 22: Kocka ABCDEFGH: R € EF;|ER| = 2|RF|, S € FG;|SG| = 2|SF|.
Graficky najdite vzdialenost F od roviny RSB

RieSenie:

Najskor rozdelime tsecku na tretiny (postup je napisany neskor). Nésledne narysujeme
ASFR. Teraz vieme zistit vzdialenost |F'J|, lebo je to vyska a zdroven taznica ASFR.
Narysujeme AFJB, kde pozndme |FB|, {BFJ a |FJ|. Nasledne spravime vysku na
stranu |.JB|, ¢o je hladana vzdialenost.

Usecku |AB| vieme rozdelit na tretiny tak, Ze narysujeme p; A € p; B ¢ p. Nésledne
P, PP e p,|AP1| = |P1P2| = |P2P3| Nasledne ¢; P, € q;q || P3B, X € AB N q.
3|AX| = |AB|

Priklad 23: Vsetky k € Z : 3|k* = 3|k. a) Napiste obratent implikdciu; b) obmenu; c)
negaciu; d) dokazte vyrok

Riesenie: Obrétend implikécia 3|k = 3|k*. Obmena 3 { k = 3 1 k?. Negdcia (3|k%) A
—(3|k).

10
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Priamy dokaz: a vieme napisat jednym z néasledujticich sposobov:
(1) a = 3k (2)a=3k+1 (3) a=3k+2
Z toho:
(1) a* = 9k* = 3(3k?)
(2) @ = 9k* + 6k + 1 = 3(3k* + 2k) + 1
(3) @® = 9k* + 12k + 4 = 3(3k* + 6k + 1) + 1

Aby platila podmienka implikdcie, musf platit (1) a = 3k keby plati aj druh4 cast imp-
likdcie, ¢im sme dokézali 3|a? = 3|a.

Priklad 24: |AB| = 4em; zostrojte vietky ABC ak LACB = 60 a vyska na stranu c je
3em. a) Zmente jeden tidaj v zadani, aby tloha mala iba 1 riesenie

Riesenie:
1) |AB| = 4m
2) p || AB;p, AB = 3cm
) Kruznica k nad useckou |AB] so stredovym uhlom 120
)Cepnk
) AABC

3
4
5

Vieme zmenit vysku, tak aby sa p len dotykala kruznice k. Bude sa dotykat, ak ve =

2 2
tan(60) T sm(60) 2v/3 = 3.464101615cm

Prikl:“:td 25: Ak n > 1 je lubovolné prirodzené ¢islo a ak d je jeho najmensi kladny
delitel, tak d je nepérne. (dokézte)

Riesenie: 1 deli vietky prirodzené ¢isla a zdroven je to pre vietky aj najmensi delitel.
Preto d je vzdy nepérne.

Priklad 26: Zostroj rovnobeznik ABCD; |AB| = 8; Vap = 6; LASB = 90; S €
AC N BD. a) Zmente jeden idaj, aby mala tloha 1 iba riesenie; b) 0 riesent

11
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RieSenie:

Seknp

Dorysovanie rovnobezniku

Nejednoznacné je to, ze k a p maji dva priesecniky. Aby mala tloha jedno rieSenie, vieme
zmenit |AB| = 6, alebo Vap = 8, alebo LASB = 2arctan (3) = 106.2602047.

Aby neexistovalo rieSenie, treba aby sa k a p nepretli. Na to vieme zmenit jeden udaj
nasledovne |AB| < 6, Vap > 8 alebo LASB > 2arctan (3) = 106.2602047

)
|
4) k; (X;]AX])
)
)

Priklad 27: ABC, kde t¢ < %c. Ukaz, ze L AC'B bude vicsi ako 90

RieSenie:

£LADB = 90 lebo D lezi na Talesovej kruznici nad useckou AB Preto L BC'D < 90. Preto
£LACB =180 — £BCD > 90

Priklad 28: Dokdzte, Ze stredy stran lubovolného stvoruholnika tvoria rovnobeznik.

RieSenie:

12
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Kedze EF je stredna priecka ABC, tak plati EF | AC. Podobne vieme dokazat
GH || AC. Preto EF || HG. Analogicky vieme dokdzat FH | FG. Preto stredy
stran hocijakého stvoruholniku tvoria rovnobeznik.

Priklad 29: f(0) = —3; f(—1) = —6; f(2) = 15; Urob predpis (kvadratickd), graf a
vypis vlastnosti.

Riesenie: Vo vieobecnosti y = ax? 4 bx + ¢. Kedze f(0) = —3, tak ¢ = —3. Dostdvame
dve rovnice a — b —3 = —6 a 4a + 2b — 3 = 15. Z prvej vyjadrime a a dosadime do
druhej. Dostavame 4(b — 3) +2b — 3 = 15 = 6b — 15, preto b = 5. Z toho a = 2. Preto
f(z) =22% + 5z — 3.

Vieme urobit rozklad na f(z) = (2 — 1)(z + 3). Z toho vieme korene 3 a —3. X-ovd

suradnica vrcholu je aritmeticky priemer korenov. Preto pre vrchol x = —g ay = —4??
- |

Priklad 30: Pravidelny stvorboky hranol. Telesova uhlopriecka a rovina podstavy
zvieraju uhol 60; hrana podstavy je 5cm. Uréi povrch a objem hranola.

Riesenie: Priemer postavy je 5v/2. Preto plati v = 5v/2tan(60). Obsah je preto S =
2(5 % 5) 4 4(5 * 5 % v/2 * tan(60)) = 294,949¢m?. Objem je V = 5% 5 5% /2 x tg(60) =
306, 186¢cm?

13



Autori: Nela Danovskd, Matis Hladky Zbierka prikladov pre oktavu

Priklad 31: Vyvrtajte do kocky dieru tvaru valca tak, aby malo vzniknuté teleso vacsi
povrch ako kocka.

RieSenie: Aby bol vysledny povrch viési ako povodny, tak musi platit, Ze povrch pod-
stavy je mensi ako povrch pldstu vyvitanej diery. Preto musi platit 27r? < 27wra. To
sa da zjednodusit na r < a. Vidno, aby tdto podmienka neplatila, diera by musela mat
vacsi priemer ako je strana kocky, takze kocka by uz nebola v jednom kuse. Preto moze
hocijaku rozumnu dieru vyvitame, tak zvacsime povrch kocky

Priklad 32: ABC; A= [3,2]; B =[1,0]; C =0, 3]. Urci ortocentrum trojuholnika.

Riesenie: Smerovy vektor AB je (2;2). Preto rovnica vysky na stranu ¢ bude mat tvar
22+ 2y 4 ¢ = 0. Musi prechadzat cez bod C, takze rovnica vysky na C vyzera nasledovne
r+y—3 = 0. Obdobnym sposobom vieme napisat priamku ktorej patri vyska na A ktora
vyzera —z + 3y — 3 = 0. Ortocentrum je priesec¢nik tychto dvoch priamok, takze riesime
sustavu rovnic.

3 3
x:3—y:>y—3+3y—3:0:>y:§:>x:§

34

25

Priklad 33: Peter a Pavol ¢akaju pred kinom Adama, Borisa a Cyrila.
Peter: Ak pride Adam a Boris, pride aj Cyril.

Pavol: Ak pride Adam a nepride Cyril, nepride ani Boris.

Rozhodni, ¢i su tieto tvrdenia to isté.

RieSenie: Napisme si obidva vyroky a pouzime prepis implikacie na alebo (A = B =
-AV B):
(A/\B) =>C'=—|(A/\B)\/C= (—|A\/—|B)\/O
(A/\—\C) = B = —\(A/\—\C)\/—\B: (—\A\/C)\/—\B

Kedze alebo je komutativne (nezélezi na poradi) vieme odstranit zatvorky a dostaneme
identické vyroky. Preto ide o identické vyroky.

14



Autori: Nela Danovskd, Matis Hladky Zbierka prikladov pre oktavu

Priklad 34: Vyjadrite:

a) Obsah stvorca ako funkciu jeho uhlopriecky

b) Obvod rovnostranného trojuholnika ako funkciu obsahu
¢) Obsah rovnostranného trojuholnika ako funkciu vysky

Riesenie: Z pytagorovej vety vieme, ze uhlopriecka Stvorca je v/2a, kde a je strana

U

Stvorca. Preto ak u je dizka uhlopriecky, tak strana Stvorca je a = 75 22 toho S = “—22
Obsah je S = . Vyska od strany je a? = (%)2 +vP= 0= %3 Dosadfme S = ©¥3 —

1
a= % Pre obvod plat{ 0 = 3a = 2v/33v/S

Stale plati S = <. Pre stranu splati a? = (%)2 + 2. 7Z toho a = 2. Po dosadeni

Sl

7/ fv2
dostavame 73

Priklad 35: Odvodte vzorec na vypocet poctu uhlopriecok v konvexnom n-uholniku.

RieSenie: Mame n vrcholov. Z kazdého ide n — 3 uhlopriecok. Nemdze ist do rovnakého
a do vedlajsich. Tymto sposobom zapocitame kazda uhlopriecku dva krat, lebo spaja dva
vrcholy. Preto vzorec je:

n(n — 3)
2

Druhy sposob je, ze spoéitame, kolko dvojic vrcholov vieme vybrat a odpocitame tie
dvojice, ktoré tvoria obvod n-uholniku, T¥ch je n. Preto to vieme vypocitat ako:

(2)

Priklad 36: Pre ktoré hodnoty parametra a méa sistava rovnic:

4 + ay = 10

20-by =5

a) 1 riesenie;
b) Nekone¢no vela riesent;
c¢) Ziadne riesenie

RieSenie: Linedrna funkcia je priamka. RieSenia ststavy rovnic su prieniky tychto pri-
amok. Dve priamky moézu mat jedno riesenie, ak st roznobezné. Ak st rovnobezné, tak
mozu mat 0 rieseni, ak nie si identické alebo nekonecno, ak st identické. Aby boli nase
priamky rovnobezné, musi byt norméalovy vektor priamky rovnobezny. Preto a = —10. V
tom pripade vidime, Ze horna rovnica je dvojnasobkom dolnej, takze su identické. Preto
nevedia mat 0 rieeni. Ak je ¢ hoci¢o okrem —10 priamku s roznobezné a maji prave
jedno riesenie.
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Priklad 37: ky :r =5.5; ky : r = 2.5; k3 : v = 1.5; Zostrojte:
a) Aby mali vSetky vonkajsi dotyk
b) k1;k2 — vnutorny; k2;k3 — vonkajsi

Riesenie: Aby mali vsetky vonkajsi dotyk musf platit |S;Ss| = 8, [S1.93] = 7, |S253] = 4.
Aby k; a ky mali vnutorny dotyk, S, musi lezat na kruznici so stredom v bode S; a
polomerom 3. Aby ky a k3 mali vonkajsi dotyk, Ss; musi lezat na kruznici so stredom v
bode S5 a polomerom 4.

Priklad 38: Pravidelny 4-boky ihlan ABCDV; a = 6; v = 3v/2. Dokéz, ze AV je kolmé
na CV. Aky je uhol VA a CB?

Riesenie: Aby platilo |AV| L |CV| musi platit z pytagorovej vety |AC|> = |AV|?*+|CV|2.

|AC| = 6v2. |AV| je z pytagorovej vety |AV| = \/(3\/5)2—1— (3\/5)2 = /36 = 6.
Rovnako vieme |CV| = 6. Preto LAV C' je skutocne kolmy.

Kedze DA || BC, tak £VA,CB = £VA,DA. AAVD je rovnostranny, lebo ihlan je
pravidelny a preto |AV| = |[DV]. Preto £V A, CB = 60.

Priklad 39: V urne je a bielych a b ¢ernych gulocok. Tahdme 2-krét po sebe po 1
gulocke.

a) Pravdepodobnost, Ze aspoii 1 je biela (po prvom vytiahnuti vratime gulocku spit)

b) Pravdepodobnost, Ze st obe biele (nevraciame)

Riesenie: Pravdepodobnost, Ze aspoil jedna je biela, je 1 minus pravdepodobnost, 7e
P b \2
obe budi ciarne. Preto 1 — (:5)

Pravdepodobnost, ze obidve budt biele, je -4 -2

a+b a+b—1

Priklad 40: Mame priamky p a g abod S. Zostrojte stvorec ABC'D so stredom S : A € p;
C € q. Otvorte diskusiu o vzajomnych polohach S, p, q.

Riesenie: Body A a C' st simerné podla S. Zobrazime preto mnozinu do ktorej patri
bod A podla S, takze zobrazime priamku p na priamku p’ podla bodu S. Potom C € p'Ng.
Zo stredu a jedného vrcholu dorobime stvorec ABCD.

Problém jedine nastane, ak p’ N ¢ = . To sa stane len ak si rovnobezné a maju rozny
vzdialenost od bodu S (vynimku m4 pripad, ked st rovnobezné a S je medzi v nimi, vtedy
P N q = q a $tvorec nie je jednoznaéne dany).

Priklad 41: Dokéz:
(tan(z) + cot(x))? — (tan(z) — cot(x))? = 4

RieSenie:

tan?(z) + 2tan(z) cot(z) + cot?(x) — tan*(x) + 2tan(z) cot(x) — cot?(z) = 4

4tan(x) cot(z) =4
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Priklad 42: Pravidelny 4-sten
a) Uhol dvoch stien
b) Uhol steny a hrany

RieSenie: Uhol dvoch stien v pravidelnom §tvorstene vieme poéitat ako uhol dvoch taznic
jeho stran. (Lebo pravidelny stvorsten ma steny rovnostranné trojuholniky a tie maju
taznice identické s vyskami.) Preto mame trojuholnik tvoreny stranou a dvoma taznicami
a poéitame uhol medzi faznicami. Nech strana m4 dlzku 2a;a € RT. Potom vyska je dlha
a+/3. Uhol medzi ramenami rovhoramenného trojuholnika vieme vypocitat pomocou sin.

V tomto pripade to bude sin(§) = -5 = a = 2arcsin (\/ig) = 70.52877937.

Kolmy priemet strany na stenu je identicky s taznicou tej steny. Preto uhol hrany a strany
je uhol hrany a taznice danej steny. Taky trojuholnik sme uz mali v predoslej podotazke.
Kedze ide o rovnoramenny trojuholnik, tak zvysné dva uhly st rovnaké:

180 —
g = TO‘ — 63.43494882

Priklad 43: Odvodte vzorec na vypocet korenov kvadratickej rovnice.

RieSenie: ;
ax2+bx+c:0:>x2+—m+220
a a

( b>2 b2 — dac < b>2 b? — dac
rf—) =0 2+ — | =——

2a 4a? 2a 4a?
3 _
- i _ :I:Vb 4ac
2a 2a
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B —b+ Vb2 —4dac
N 2a

X

Priklad 44: y = axz® + bx + ¢ vysvetlite postup pri zostrojovani grafu a urcovani
zakladnych vlastnosti danej funkcie pomocou doplnenia na druhi mocninu dvojclena.

RiesSenie: Uprava:

2 5 b c b\? b —4dac
ax+br+c=alx"+-2x+—-|=a /2 M I ——
a a 2a 4a?

Vidime, ze vnitornd zatvorka je vzdy kladnd, preto extrém bude ked bude rovna 0. To je
pri —% a vtedy m4 funkcia vrchol. Rovnako vieme uréit ¢ je parabola konkdvna alebo

konvexna. Ak je a kladné, parabola je konvexnd a ak je zaporné je konkavna.
Vieme pokracovat hladanim koretiov:

b\? b — 4ac b Vb2 — dac —b+ Vb2 — dac
o) czdee 0 Vb —dae o TOEV
2a 4q? 2a 2a 2a

Priklad 45: Kocka ABCDEFGH; hrana diZky 2; K je stred BF'; L je stred BC'; rovina
a; K, L € a; EG je rovnobezné s a.. Uréite obsah rezu kocky rovinou a.

RieSenie: EG || AC, preto stred tsecky |AB| patri tiez rovine . Z pytagorovej vety
preto vieme, ze rez kocky rovinou « mé tvar rovnostranného trojuholniku so stranou
a = /2. 7 pytagorovej vety vieme 2 = % +v? =0 = % Z toho S = @

G
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Priklad 46: Odvodte vipocet na pocet podmnozin pre n-prvkovi mnozinu.

RieSenie: V mnozine prvok bud je alebo nie je. Preto ked vytvérame podmnozinu, o
kazdom prvku rozhodujeme, 7i tam bude, alebo nebude. Rovnako moézeme néjst pocet
vietkych moznosti ako vybrat 0, 1, 2... n — 1, n prvkov z mnoziny. To urobime kom-
bina¢nymi éislami. Preto pocet podmnozin vieme vypoéitat ako:

r= () (D) () () ()

Priklad 47: Nakreslite graf, popiste vlastnosti a ¢o sa stane, ak 3 zmenime na %?

™

3'(--) 1
sin | x 2+

Riesenie: Kedze je sinus vynasobeny 3, jeho obor hodnot bude < —3;3 >. Kedze vnuitri
je x— % bude funkcia posunuta o stvrt periédy doprava. (Bude nadobidat hodnoty, ktoré
by nadobtidal pred §tvrt periédou.) +4 na konci znamend, Ze cely bude posunuty o 4 hore,
takze jeho redlny obor hodnét bude < 1;7 >. Ked zmenfme 3 na % zmensi sa maximalna
a minimalna hodnota. Obor hodnot bude (1 5>

373
L # L

Priklad 48: Urcte definiény obor, obor hodnot a nacrtnite graf funkcie

f:yzlog%(x+2)—3

RieSenie: Logaritmus je definovany pre vsetky kladné ¢isla. Preto z +2 > 0= D(f) =
(—2; 00). Logaritmus moze nadobudniit hodnotu hocijakého redlneho &isla. Preto H(f) =
(—o00; )

+ ’s % « o

V 5 10 15
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Priklad 49: Zostrojte grafy funkeii:

4 2 0 / 4
__2_2 |

Priklad 50: Dokézte tvrdenie:

Vn € N : 3|(n® + 2n)

RieSenie:

3|(n(n+1)(n +2)) = 3|(n® + 3n* + 2n)
Stéin troch po sebe iducich éfsiel je urcite delitelny tri, lebo aspon jedno z nich je. Preto
Rovnica vyssie urcite plati. Kedze 3|3n?, tak plati aj 3|(n® + 2n) ¢o je vyrok zo zadania.

Priklad 51: Hrdme biliard. Ako mdme nasmerovat tdgo, aby gula spadla do jamky
(strednej)

a) na jeden odraz

b) dva odrazy

Riesenie: Pri odrazoch plati zakon dopadu a odrazu. Hovori o tom, ze pod akym uhlom
lopticka dopadne, pod takym sa aj odrazi. Vidime, Ze ak dieru (bod) kam chceme trafit
zobrazime podla strany odrazu, tak cestu ktorou gula musi st ndjdeme spojenim gule a
obrazu bodu. Vidime, ze tam plati zdkon dopadu a odrazu kvoli vrcholovym uhlom a
zhodnému osovému zobrazeniu.
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Ked cheeme na jeden odraz, zobrazime bod kde mé skonéit gula (jamku) podla strany

stolu. Ak chceme trafit s dvoma odrazmi, zobrazime ju dva krat. Néasledne spojime gulu

s bodom kam chceme trafit tise¢kou a ti zobrazime naspat. Tak dostaneme drahu gule.
AR

Priklad 52: Urcte uhol priamok:

p:3r+9y =7
q:r—2y=>5
Riesenie:
APp;q = arccos P _ arccos 3x1+49x(-2) =135=45
Ip|*|q| V3Z 925 /12 + (—2)2

Priklad 53: Urcte hodnoty a, b, ¢, d.
| 1
a = 10 —
g5 5
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1
b=1 —
085 95

c = 5log52

d = 81+log2 5

RieSenie:
571 =

= a 1
[1 12_1:b_ _
% \\5) "5

logs 2 znamen4, na kolkd treba umocnit 5, aby vysledok bol 2, preto:

=

(SR

c=2

d = 8l+log25 — 23+3*l0g25 — 23 % (210g2 5)3 — 23 * 53 = 1000

Priklad 54: Existuje funkcia, ktora je sicasne parna aj neparna a jej definicny obor su
vSetky redlne cisla? Ak nie, dokazte, ak dno, uvedte priklad.

RieSenie: Pre dani funkciu musi platit:

Kvoli tomu zZe je neparna a :

Lebo je parna. Preto musi platit:

f(x) = =f(=2) = f(=2) = —f(z) = f(2)

Vidime, Ze tejto rovnici vyhovuje len jedind funkcia f(z) = 0. Ak by funkcia v hocijakom
bode mala ini hodnotu ako 0, tak neplati vyssSie spominana rovnica.

Priklad 55: Dokazte vyrok: Ziadne 3 rozne body tej istej priamky nelezia na kruznici.

RieSenie: Predpokladajme, ze A, B,C € pa A,B,C € k, S je stred k a S ¢ p. Nazvime
si uhly ako su na nacrte.

Lt= 10"
La+Tb+pral = 940

P = O
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Vidno, ze v+ 19 = 0. To je spor, lebo to nie su platné trojuholniky a preto nemozu tri
body lezat na priamke a zaroven na kruznici.

Ostava dokdzat, Ze to neplati ak S € p. Dva body na priamke maji prave jeden bod,
ktory lezi na rovnakej priamke a je od obidvoch vzdialeny rovnako. Preto aby S bolo
rovnako vzdialené od A, B aj C, by dva z tychto bodov museli byt identické.

Priklad 56: Najdite inverznu funkciu k funkcii f. Uréte definiény obor a obor hodnot
oboch funkcii. .
T —

f(x):x—i-?

RieSenie: Aby sme nasli inverzni funkciu, musime si vyjadrit = od y.

-5 Ty +5 Tz 45
y=_mowtly=c-5=>a(y-1) y—-5=uz 1_y:5f($) -

Povodnd funkcia je definovand pre vsetky redlne éisla okrem —7, kedy je menovatel 0.
Preto D(f) = (—o0; —7) U (=T7;00). Podobne vieme zistit D(f’) = (—o0;1) U (1;00).
Obor hodnét maji obidve R okrem asymptét rovnobeznych s osou x, takze pre H(f) =
(—o0;1) U (L;00) a H(f') = (—00; =7) U (=T7;00).

Priklad 57: Urcite hodnoty sin(x), cos(x), cot(zx) pre:

tan(z) = _2 x € (O; g)

Ako by sa zmenilo rieSenie pre x € (%, 7r)?

RieSenie: V zadanom intervale rovnica nema riesenie, lebo tangens nadobtda len kladné
hodnoty v intervale od 0 po 7. Pre druhy interval md rovnica riesenie x = 157, 3801351.

Hodnoty st potom sin(z) = 3, cos(z) = —13 a cot(z) = —2. K hodnotdm vieme dojst

13
kalkulackou, alebo cez jednotkovi kruznicu, respektive definiciu goniometrickych funkeii

v pravouhlom trojuholniku.

Priklad 58: Dokazte pomocou Vennovych diagramov:

JAUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNnC|+|ANBNC|

RieSenie:

ALGBUVC AV U C
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Priklad 59: V priestore je danych 10 roznych bodov, z nich ziadne 3 nelezia na 1 priamke
a ziadne 4 nelezia v jednej rovine. Kolko priamok je nimi uréenych? Kolko rovin je nimi
urcenych?

RieSenie: Kedze ziadne tri nelezia na priamke, tak ziadne dvojica neurcuje rovnakd
priamku. Preto chceme zistit, kolko roznych dvojic vieme urobit. To je:

(1)

Kedze ziadne 4 body nelezia v rovnakej rovine, tak kazda trojica urcuje int rovinu. Preto

vyberame trojice: "
< ): 120
3

Priklad 60: Kolko telesovych uhlopriecok je v kocke? Aké maji medzi sebou uhly?

RiesSenie: Kocka ma 4 telesové uhlopriecky. Vsetky zvieraju rovnaky uhol kvoli symetrii
kocky. Tento uhol vieme vypoéitat napriklad z trojuholniku ABS pomocou kosinusove;
vety. Ak strana kocky je |AB| = 2k; k € R*, tak strany trojuholniku st 2k, kv/3, kv/3. Je
to rovnoramenny trojuholnik, a ratame uhol ktory zvieraju jeho ramena. Preto ho vieme
vypoéitat pomocou funkcie sin, v tomto pripade ako:

e’ k ) 1
sin (5) v il 2 arcsin (%) — 70, 52877937
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