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2 Uvod

Uz od maléka ma zaujimalo, ako funguje svet. Fascinovany YoeZzrnvecami az
zaoberajlci sa otdzkami typuCq sa stane, ki ddjdem na koniec sveta?* AZ prisla Skola
a za&ala mnohé otazky rieSiale neustale vytvarala nové. Vo vSetkych smerédd.jeden
smer bol iny — matematika. Wekoho by netrapilo, pt® kel stitam tri po sebe iducésla,
vysledok je deliteny 3, a ke’ ich vynasobim, tak tiez?!

A postupne som sa dozvedel vsSelijaké veci, naptikbkeé, Ze geometria a Stvorec
a kocka a priestor apodobne; az to nevyhnutne loviddtomu, Ze musi existova
Stvorrozmerné kocka.

A prichadzali dalSie otazky. Vedel som, aké vlastnosti musit ntakato kocka
vzhladom na vlastnosti Stvorca a normalnej kocky, &e # vyzera? Ako si to mam
predstaw?

Casom prisliciastané nakresy takejto kocky, ale tie nedokéazali odpavaa d’alSiu
otazku — otazku, ktorou sa zaobera tato praca. Wkaera otéanie takejto kocky v tom
Stvorrozmernom priestore? & viacrozmerné kocky? Vieme zobnjziako vyzera ich
rotacia?

Tieto Ulohy uZ krajne hratin so schopnaami ¢loveka, tak treba pouzivypaitovi
techniku. Pe¢ita¢ urobi za nas manualnu pracu a my sa pokochamedkgsh.

Cielom mojej prace je vytvatiprogram, ktory nakresli n-rozmernu kocku — jejhaly,
hrany a steny. Tato kocka sa budé di&at’ a to aj vo vysSich dimenziach.

Pracu som si rozdelil na dveéasti. V jednej definujem vrcholy, hrany a steny
n-rozmernych kociek, lebo pita¢ musi ma nejako povedané, ako n-rozmerna kocka vyzera.
Druhacag’ sa zaobera zobrazovanim takto definovanych kowesbrazovku.



3 Metodika spracovania

Program je vytvoreny v jazyku C s grafickou kniznicAllegro.

Pri jeho vytvarani som postupoval nasledovne. Nagom si v hlave premysleto
vSetko potrebujem k tomu, aby som vytvoril dandkitin potrebnu pre program a potom som
ju jednoducho naprogramoval. Program sa vyvijgbagiatku, ke’ eSte ni nezobrazoval, len
dokazal peita’ analyticki geometriu, aZz po stav,dkena obrazovke bola atdjuca sa
priesvitna n-rozmerna kocka.

Pri vytvarani programu som nepouZzival Ziadnu Ittexa VSetky algoritmy a funkcie
som vymyslel a napisal ja. Na tieto veci mistavedie’ to, ¢co som sa naiil v Skole. Jediné,
¢o nie je ,moje" a na&o som pouzival literatdru, sa prave funkcie C aéth. (Tie vSak
nesuvisia s obsahom tejto prace(SPOTym, Ze som vsetky algoritmy vymiia$ sam, som
dosiahol vySSiu autenticitu prace. Tento pristupyjeodny aj v tom, Ze moje rieSenia danych
problémov su iné od zauzivanych, ateda mozu abjaavé moznosti rieSenia danej
problematiky.

Ciastaine som sa in3piroval vizualnou podobou programarykéom nasiel na internete
(1).



4 Teoretické zaklady

4.1 Co je to n-rozmerné kocka?

Predstavme si bod. Hura. Teraz si o nejaldkwdd’alej od neho predstavnaalsi bod
a spojme ich. Aha, dostali smiiaru. (Obr. 1) Teraz si vezmime tia kolmicu, pévodn&iaru
skopirujme a prilepme ju vo vzdialenosti d od pawgdiary v smere kolmice. Pospajajme
prislusné body avznikol nam Stvorec. Postup znaepakujme, skopirujme Stvorec
a prilepme ho o spravnuzku v spravnom smeréalej. A vznikne nam kocka. Zafige to
v pohode. Kocka sa nachadza v 3-rozmernom prieskebe ma Sirku-vyskuibku, a lebo
poziciu kazdého vrcholu vieme popisaoma suradnicami. Kocku si teda ozme k.
Podobne, Stvorec lezi v dvojrozmernom priestot@zaly vrchol vieme ozr@ dvoma
suradnicami. Takze Stvorec bude—kdvojrozmerna kocka; z podobnych dbévod@ra bude
k; — jednorozmerna kocka a bod bude-knularozmerné kocka.

VSimnime si nejaké spataé vlastnosti tychto ,kociek”. VSetky strany majgvnako
dihé. Pri k (kocke) vychadzaju z kazdého vrcholu tri hrany,kar(Stvorci) dve hrany dt,
pricom vSetky hrany vychadzajuce z daného vrcholu sseba navzajom kolmé.

Podme uz konéne na tu Stvorrozmernu kocku. Z matematickébiadtska to nerobi
problém — mame kocku, skopirujeme ju, posunieme gmere kolmom na priestor, spojime
prislusné vrcholy — a mame Stvorrozmerna kocku!yMaza hyperkocka alebo teserakt, my
ju budeme oznmva’ ks Tu vSak z&inaju problémy. Posuritv smere kolmom na priestor?
Co to méa znamen@ Ziaden problém, pomdze $tvrty rozmer...

Najprv treba nieéo povedd o myte, Ze Stvrty rozmer f@as. Mnohd’udi si pri slovhom
spojeni ,Stvrty rozmer” hr# pomysli: ,Jasne, Stvrty rozmer {@s.” Ale ono je to troSku
inak. Stvrty, a vobec viacrozmerny priestor je tejaka matematicka konstrukcia, nejaky
objekt, vec, ktora vymysleli matematici. Ma nejaéstnosti, ako napriklad Ze v nej mézu
byt body, priamky a iné objekty, alebo Ze vSetky pratéy viiom sU navzajom rovnakeé;
a podobné (mozno ¢vidné) vlastnosti. Tieto vlastnosti niekedy davpopisal Euklides
a preto tieto priestory nazyvame euklidovské. Teiagcrozmerny priestor sa nam hodi, lebo
vieme nim popiganiektoré realne veci. Napriklad fyzici vedia pormocStvorrozmerného
priestoru pomerne dobre popiséas (kazdé teleso mé tri priestorové suradnice raujed
casovl) alebo aj gravitaciu (priestor v okatzkych telies je ,preligeny* do Stvrtého
rozmeru a my to vnimame ako gravitaciu).

My ale pouZzijeme viacrozmerny priestor na iné veBudeme viom ma kocky.
Nepotrebujeme vSak presne vetdi@eko kocka v takomto rozmere vyzera. cstaam len
vedig’ nejaké jej vlastnosti, ktoré analogicky odvodimenenSich kociek. TakZe ta
Stvorrozmerna kocka. Je v Styroch rozmeroch, t&laZely jej vrchol sa da popisaomocou
4-och sdradnic. Stvorrozmerny priestor d&iSiu zaujimavi vliastnés- z jedného bodu sa
daju urobf 4 priamky tak, Ze kazda je na kazdu kolma. Podaanda to isté urobiv troch
rozmeroch — tam vieme zosttdf8 priamky tak, Zze kazda je na kazdu kolma. A tendde
finta vytvarania 4-rozmernej kocky. Medzi niektorytroma navzajom kolmymi priamkami
si urobime 3D kocku @ KedZe je tam eSte jeden kolmy smer, zoberieme takikistku
a posunieme ju v tomto smere kikl jej hrany. Hotovo. Stanam pospajaspravne vrcholy
amame k Zachovali sme, Ze z kazdého vrchola vychadzajtirahy — tri z pbvodnej
»,podkocky" a jedna navySe pri spajani, a tiez, Z@zdého vrchola vychadzaju vSetky hrany
navzajom na seba kolméd{aka spominanej vlastnosti Stvorrozmerného priestoru

Po tomto vyerpavajucom uUvode by mal Byuz menSi problém predstévisi
Stvorrozmernu kocku. Rovnako existuju ajp&es-, ¢i viacrozmerné kocky s analogickymi
vlastnogami.



Aby sa dalo dobre pochapfungovanie programu, treba vetlieako popisé vrcholy
kocky pomocou suradnic. Stanam vedié popis@ vrcholy nenat®enej kocky v péiatku
suradnicovej ststavy s hranoiky 1, ostatné sa da vyriégomocou analytickej geometrie
(vid'. 4.2). Vyuzijeme, Ze osi sUradnicovej sustavy aizajom na seba kolme.

Zoberme si k To su dva body, jeden méa suradnicu 0 a ten diuhgZia teda na jednej
suradnicovej osi a ich vzdialenog 1. Pd’me ugit' k,. Musime pridé suradnicovl osiim
povodnym bodontiary pribudne nova suradnica. &ee stale budu leZana pévodnej osi,
pribudne im suradnica 0 — [0, 0] a [1, 0]. Nové dwady musime uit tak, aby ich
vzdialeno$ od p6vodnych bola 1 a aby ich spojnica s nimi lkalkma na poévodndiaru. To
docielime tak, Ze prva suradnicu zoberieme od pAyold bodov a druhu nastavime na 1.
Tymto vlastne dostaneme body posunuté od pdvodngrhere novej osi oltku 1, a ke'ze
osi sU na seba kolmé, dostaneme presn&oteme chceli. Teda vrcholy Stvorca buditma
suradnice [0, 0], [1, 0], [0, 1] a[1, 1] (Obr. 2).

Takym istym postupom docielime suradnice kocky-kzoberieme dvakrat suradnice
Stvorca ajednym pripiSeme na koniec 0 adruhymTdkto vieme git aj suradnice
viacrozmernych kociek. Vypis suradnic vrcholevak k si mézZete pozriena Tab. 1.

4.2 Ako zobrazi t' n-rozmerny objekt

Dostali sme sa do Stadia,kename definované vrcholy kocky a chceme ich zobrazi
Co to vlastne znamen&? Filmari maji kameru, ktorédmpeta trojrozmern( scénu na
dvojrozmerné platno ato tak, Ze tm je dalej, zobrazi menSie. Podobne my budemé ma
nejaku ,matematicki“ kameru, ktora dokdze zohtrarrozmernu scénu na (n-1)-rozmerné
platno.

Pozrime sa na problém zblizSia. Mame objekt — nefakozinu n-rozmernych bodov —
ktory je nejako otéeny a ma nejaku poziciu. @enie a posunutie objektu vieme zapisa
pomocou matice (n+1)x(n+1). Matica je tékacisel — td nasa méa n+1 riadkov a n+pabv
- a daju sa #ou robt’ vSelijaké operacie. Nam stavedid’, Ze transformaciu objektu vieme
zapisd ako maticu. Ké& chceme transformovepod’a takejto matice nejaky bod, &teho
danou maticou vynasabiNasobenie matice a bodu je matematicka opergejavgsiedkom
je bod.

Okrem objektu potrebujeme aj kameru, ktorA ma tiefakl poziciu aje nejako
nataiend, teda na jej popis namdteaktiez jedna matica (n+1)x(n+1).

Aby sme mohli dany objekt premietfyypotrebujeme vediejeho relativhu polohu Wb
kamere. Na to najprv musimetdabjekt spravne nateny na svoje miesto — kazdy jeho bod
vynasobf maticou objektu — a potom ho néitdb pod’a kamery, takZze vynasabinverznou
maticou k tej kamerovej. Rfe inverznou? Lebo k& mame kameru natenu doprava
a chceme vedierelativnu polohu sveta ¥bnej, musime cely svet ativ do'ava®©.

Ked” uz mame tu relativnu polohu objektu, mdézZzemepiemietd. Premieta sa tak, ze
vSetky suradnice premietaného bodu (okrem posledydgelime jeho poslednou suradnicou
a poslednu suradnicu zahodime (eSte to vynasobéja&au konStantou, aby vysledny obraz
nebol na monitore prilis§ maly). Napriklad uz sp&vmatéeny bod [3, 4, 2] sa zmeni
na[1.5, 2]. Tymto spdsobom premietania dosiahnedagovany efekt, pretoze posledna
suradnica bodu mi reprezentuje vzdialehbsdu od kamery v smere, ktorym je kamera
natatend (kamera je vZzdy nd&na v smere poslednej osi)¢ian je ten bod'alej, tym delim
vassimcislom a vysledny obraz je mensi.

Tento postup je aplikovdtey na objekty v akoktvekrozmernom priestore.



5 Vlastna praca

5.1 Definovanie n-rozmernej kocky

Na to, aby som mohol zobrazava-rozmerni kocku, potrebujem tha pctitai
uloZené a &slované jej vrcholy. Takisto musim thaloZené aj hrany a steny, pretozZe aj tie
chcem vykrekovar'.

5.1.1 Definovanie bodov

N-rozmerna kocka mé'dodov. Kazdy bod ma n stradnic a’ke bodov je 2a kocka
ma vrchol bd na sdradnici 0 alebo 1, medzi tymitd Bdmi sa vystriedaji vSetky mozné
kombinacie nul ajednotiek v suradnicovom zapisduborakisto vieme kazdému prirédi
jednoznéne ¢islo, lebo usporiadana kombinacisel 0 a 1 je vlastne dvojkowgslo. Ked'ze
dvojkovécisla si obmedzené gom cifier n, vystriedaji sa nam vsetkigla od 0 do 21.

Tym padom vieme generavacislované body kocky. Vezmeme si vSetkgla od 0 po
2"-1. Pre kazdé&islo ugime dvojkovy zapis a pdd tohto zapisu @ime stradnice daného
bodu (Tab. 1). Pdé véle mézeme eSte kazdu suradnicu kazdého bodiummigynasoht, aby
sme dostali wSiu kocku, alebo k rovnakym sudradniciam daiepricitat’ (aby sme kocku
posunuli).

Definovanie bodov n-rozmernej kocky vieme teda itrobradovomcéase O(n2 —
musime Wit kazdy bod a pre kazdy bodtitr kazdu jeho suradnicu.

5.1.2 Definovanie hran

Hranu definujem ako dvojicu dvoch cely¢rsel — poradovyclisel (indexov) bodov,
medzi ktorymi je hrana. Obbgjne sa definuje, Ze hrany kocky su medzi tymi biodktoré
maju prave jednu suradnicu réznu. My ale zvolime-imekurentne definovany spésob.

Ak mame definované body a hrany (n-1)-rozmernejkgodrany n-rozmernej kocky
definujeme nasledovne. Hrany,.k ponechame. Zduplikujeme ich a poslednu suradnicu
nastavime na 1. To zodpoveda tomu kroku vytvarapiae zoberieme dve k a dame ich do
spravnej vzdialenosti od seba v sprdvnom smerestll? len pospéjatie spravne vrcholy.
Preto prejdeme vsSetky vrcholy,.ka ku kazdému priradime hranu s rovnakym bodov, len
poslednu suradnicu zmenim na 1 (Tab. 2).

Po matematickom preratani tohto algoritmu zistirbe, rddovacasova zlozitos je
0(n2"), ¢o je rddovo rovnaké, ako pet hran.

5.1.3 Definovanie stien

Steny definujem viéni podobne ako hrany. Stenu si pamatam tiez akgiaivoisel —
poradovychtisel (indexov) protiahlych vrcholov danej steny.

Steny k definujem pomocou stienk a hran k;. Steny k., zduplikujem a duplikatu
dam poslednd suradnicu 1. ESte musim grisieény, ktoré vzniknd medzi tymito dvoma
duplikatmi. A to nasledovne. Kazd4 hrana,z kirobi v k jednu novu stenu — prave ,medzi
rozmermi®. Teda std zobra hrany kocky k., ¢islo jedného vrcholu skopirotva k indexu
druhého najs vrchol s poslednou suradnicou 1 — aby som si ufwatirahlé vrcholy steny
(Tab. 3).



Radovacasova zloZitos tohto algoritmu je OGF2"), ¢o je radovo rovnako, ako stien
kocky. Tento pristup ale zhorSuje efektivitu pragea lebo pri kazdom vykresleni steny
musim dopditat’ zvySné dva vrcholy vase O(n) pre kazdu stenu.

5.2 Vykres lovanie n-rozmernej kocky

Jedinégo robi pri vykre8ovani problém, je premietanig ka obrazovku.

5.2.1 Priemet bodov

Pomocou analytickej geometrie vieme premiétntrozmerny objekt na (n-1)-rozmerny
priestor. Preto n-rozmernu kocku premietneme nakibhj (n-1)-rozmernom priestore; tento
objekt na objekt v (n-2)-rozmernom priestorel’.ataz kym sa nedostaneme k dvom
rozmeromgize k rovine.

Co na to potrebujeme. V prvom rade; pri kazdom pesmiti potrebujeme ku kocke
transform&nu maticu a kameru. K&e kocka vzdy lezi v poatku suradnicovej sustavy,
nemusime si pamétaell maticu (n+1)x(n+1). Né&sto ot&anie nam std nxn. TieZ kamera
cely¢as stoji na jednom mieste, teda namiesto matjgeesiu st&i pamaté iba jej poziciu.

Samozrejme, ze pPas programu chceme kocku vetieidiet z r6znych poradov
a stran, teda chceme ju vaetli@&at’. A to v kazdej dimenzii, aby sme jasne vidéb, dana
rotacia spbésobi. Na to nam dpsluzia matice. Vyrobime si maticu, ktora namcotdany
objekt o nejaky maly uhohou vynasobime transforéral maticu daného objektu a hotovo.
Pri kazdom otéeni musime samozrejme potom znovu \W{as priemet na obrazovku.

5.2.2 Vykreslenie bodov, hran a stien

Prave popisanym sp6sobom dokazZzeme body n-rozmerdley, ktoré sme mali ulozené
v poli, premietnd na dvojrozmerné body, ktoré budemetmdozené tieZ v poli, ptbm
v tomto poli budu pre kazdy bod uloZené suradrebe jpriemetu na obrazovku.

Pri vykresleni bodov pévodnej, keda nie je problém — sfasi zobrd priemet daného
vrcholu a nakredfiho.

Pri vykredovani hran mame uloZené indexy vrcholov, medziykioije hrana. Preto si
v nasom poli pod danymi indexmi najdeme priemetghtypodov, medzi ktorymi je hrana
a nakreslime medzi nindiaru.

Vykred'ovanie stien je o méalo zlozitejSie. ®e mame uloZzené indexy pii@hlych
vrcholov steny, musime najprv dafia’ indexy zvySnych dvoch. Potom vykreslime
Stvoruholnik so suradnicami tychto bodov ziskangetaSho pba, pricom musime dhéana
poradie tychto bodov, aby sme nevykreslili nekomyexstvoruholnik. Steny musime
vykred'ova’ priesvitne, lebo pri viacrozmernych kockach by mepriesvitnom vykrd®vani
niektoré steny nebolo vidno vobec.



6 Vysledok a Zaver

Koneiny program ,hypercube” je na diskete (Priloha 43 gho popisom na spustenie
a ovladanie. Vypis programu je v Prilohe 3. Ak maotaie nemate pri sebeditac, obrazky
z neho si mdZete pozti@ma Obr. 3-5.

Program teda zobrazuje viacrozmerné kocky a jémvezaujimavé vidié, ako
»vyzeraju“. Okrem tohto vedeckého prinosu progradeenposlizi ako webna pombcka na
priblizenie viacerych rozmerov ttm a laikom.

Najv&:si prinos programu je vSak v tom, dekaze zobrazi’ viacrozmerny objekt na
obrazovku. Teda prerobenim programu by sa daliazmwa omnoho r6znejSie veci — od
viacrozmernych ,Stvorstenov” az po komplexné fuekci

Rezervy v programe vidim eSte v spésobe ¥fipastien kocky a v premietani bodov;
konkrétne v tom, Ze pre kazdé ,medzipremietnutighgsim pamatamaticu a bod. Bolo by
treba preskuma ¢i sa to neda zredukowa Ak by sme vSak potrebovali plnohodnotny
zobrazova viacrozmernych objektov, dokonca by sme museldairieSte jednu maticu
s bodom na manipulaciu s kamerou.

Na zaver uz Vam len ptakujem za to Ze sa moja praca dostala tam, karh-pdtr ruk
vazenéhaitatera.

7 Podakovanie

f)akyjem Antonovi Belanovi za to, Ze odborne dohliadaspravnasa Urové mojej
prace S@, triednej @itel’ke Magde Sedtkovej, ktora sa starala o to, aby sme na pracach
pracovali a taktiez Petrovi Hermanovi za nAmetakaito pracu. \aka.
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Priloha 1 — Obrazky a ilustracie

Obr. 1 — N-rozmerné kocky. (str. 4)

(Zrava doprava; zhora dole: kg — bod, k; — ¢iara, k, — Stvorec,

ks — kocka, ks — hyperkocka (teserakt))

A

A 0, 1.1] [1,1,1]
[0, 1] 1, 1] [0,1,0] { [1,1,0]
——————4 - Y
[0] [1] 0,0, 1] = 11,0,1]
T > e — >
1[0, 0] (1.0 “I 10,0, 0] [,0,0]
Obr. 2 — Suradnice vrcholov n-rozmernych kociek (str. 5)

(Zrava doprava: ki, k; a ks.)

Obr. 3 — Stvorrozmerné kocka — drateny model
(obrazok z programu)
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Obr. 4 — Stvorrozmerna kocka
(obrazok z programu)

pe

Obr. 5 — Sestrozmerna kocka
(obrazok z programu)




Priloha 2 — Tabul’ky

bin bin
ki| O 0 [0] ks| O 0 [0,0,0]
1 1 [1] 1 1 [1,0,0]
2 10| [0,1,0]
ko| O 0 [0,0] 3 11 [1,1,0]
1 1 [1, 0] 4| 100 [0,0,1]
2 10 [0, 1] 5| 101 [1,0,1]
3 11 [1,1] 6| 110 [0,1,1]
7 111 [1,1,1]
ks| O 0 [0,0,0] 8 | 1000| [0, 0, 0, 1]
1 1 [1,0,0] 9 11001 [1,0,0,1]
2 10| [0, 1, 0] 10| 1010| [0, 1, 0, 1]
3| 11 [1,1,0] 11]1011] [1,1,0,1]
4| 100/ [0,0, 1] 12| 1100 [0, 0, 1, 1]
5| 101 [1,0,1] 13| 1101] [1,0,1,1]
6| 110/ [0,1,1] 14| 1110/ [0,1,1,1]
7 111 [1,1,1] 15| 1111 [1,1, 1, 1]

Tab. 1 — Stradnice vrcholov n-rozmernych kociek. (str. 5, 6)

k|lol 01| ko] (01 19](13, 15)
1] (2,3 20| (8, 12)
k.| 0] (0,2) 2] (0,2 211 (9, 13)
1] (2,3) 3] (1,3) 22(10, 14)
2| ©,2) 4| (4,5) 23[(11, 15)
3| @3 5| (6,7) 24| (0, 8)
6| (4,6) 25| (1,9)
ks| 0] (0, 1) 71 (5,7 26| (2, 10)
1] (2,3) 8| (0,4 271 (3, 11)
2| ©,2) 9| (1,5) 28] (4, 12)
3] @3 10| (2, 6) 29| (5, 13)
4| (4,5) 11] (3,7) 30| (6, 14)
5| (6,7) 12| (8,9) 31] (7, 15)
6| (4,6) 13](10, 11)
7] 5,7 14| (8, 10)
8| (0, 4) 15] (9, 11)
9| ,5) 16 (12, 13)
10] (2, 6) 17](14, 15)
11] (3,7) 18](12, 14)

Tab. 2 — Hrany n-rozmernych kociek. (str. 6)



ke[ 0] (©.3) |

ks

0.3

(4, 7)

(0,5

2.7

(0, 6)

g |W[N |- |O

L7

Kq

0] (0,3 8 | (8,13) 16| (4, 13)
1] 4,7 9 [(10,15)] [17] (6, 15)
2| (0,5) 10| (8, 14) 18] (4, 14)
3] 2,7 11/ (9, 15) 19| (5, 15)
4] (0,6) 12| (0,9) 20| (0, 12)
5] (1,7 13] (2, 11) 21] (1, 13)
6 | (8, 11) 14/ (0, 10) 22| (2, 14)
7 |(12,15)] |15] (1, 11) 23] (3, 15)

Tab. 3 — Steny n-rozmernej kocky. (str. 6)




